Necessary and sufficient conditions for positive numbers M k 1 , M k 2 , M k 3 , M k 4 , 0 = k 1 < k 2 < k 2 r−2, k 4 = r, to guarantee the existence of an r − 1-monotone function defined on the negative half-line and such that x (k i ) = M k i , i = 1, 2, 3, 4 were found. 
to guarantee the existence of a function x ∈ X such that
In [1] A. N. Kolomogorov solved this problem in the case d = 3, X = L r ∞,∞ (R) (partial cases follow from works of Hadamard [2] and Shilov [3] ). He showed that for three positive numbers M 0 , M k , M r , 0 < k < r, there exist a function x ∈ L r ∞,∞ (R), for which these numbers are the norms of the function itself, its k-th and its r-th derivatives respectively if and only if
where ϕ r r-th periodic integral with zero mean at the period of the function ϕ 0 (t) = sgn sin t.
Another results for the case when the domain of definition of the functions is the whole real line can be found in the articles of Rodov [4, 5] , Dzyadyk and Dubovik [6, 7] , Babenko and Kovalenko [8] .
For the case when the domain of definition of the functions is semi-line R − , the solution of Kolmogorov problem is known in the following cases: [10] ; general result follows from the work of Schoenberg and Cavaretta 1970 [11] ).
, that are non-negative together with their derivatives up to the order m inclusively (the derivative of the order m must be non-negative almost everywhere in the case when m = r). We will call such functions m-monotone functions.
In 1951 Olovyanishnikov [13] achieved the solution of Kolmogorov problem in the case d = 3 and X = L r,r−1 ∞,∞ (R − ). He showed that for arbitrary k, r ∈ N, k < r, and positive numbers
if and only if these numbers satisfy Kolmogorov type inequality
In [14] and independently in [15] a generalization of this result for the case of (r − 2)-monotone functions was achieved (moreover, in the later work case of arbitrary norms was considered).
Other results for the class of multiply monotone functions are known in the following cases:
The aim of this article is to solve Kolmogorov problem for the system of positive numbers
Note, that the case when k 3 = r − 1, is contained, in fact, in the work of Yattselev [16] . Hence the case 0 = k 1 < k 2 < k 3 r − 2, k 4 = r is of interest.
2. Extremal functions and some of their properties. For numbers l > 0 and a > b 0 let
The following lemma holds. Lemma 1. Let the function x ∈ L r,r−1 ∞,∞ (R − ) and integer numbers 0 = k 1 < k 2 < k 3 r − 2, k 4 = r be given. Let numbers l > 0 and a > b 0 be such, that
Then x ϕ r (a, b, l) . Proof. Assume the contrary, let the opposite inequality x < ϕ r (a, b, l) hold. Let δ(t) := x(t) − ϕ r (a, b, l; t). In the virtue of the assumption and inclusion x, ϕ r (a, b, l; t) ∈ L r,r−1
Moreover in the virtue of the definition of the functions ϕ r (a, b, l; t) δ(−a) 0. This means that there exists a point −a < t
0. This means that there exists a point −a < t
Continuing with the same arguments we get that there exists a point −a < t
, and in virtue of (2) δ (k 2 ) (0) = 0. This means that there exist points −a < t
Continuing with the same arguments we get that there exist points −a < t
And so on, there exist points −a < t
But in the virtue of (2) (with i = 4) and the definition of the functions ϕ r (a, b, l; t) it is impossible, because at each of the intervals (−a, −b) and (−b, 0) the function δ (r−1) can have not more than one change of sign; at that from "plus" to "minus" at the first interval and from "minus" to "plus" on the second interval. Contradiction. Lemma is proved.
The following lemma can be proved analogically to lemma 1.
∞,∞ (R − ) and integers 0 k 1 < k 2 < k 3 = r be given. Let the numbers l > 0 and a > 0 are such that
Hence the following lemma holds. Lemma 3. Let the function x ∈ L r,r−1 ∞,∞ (R − ) and integers 0 k 1 < k 2 < k 3 = r be given. Then
Lemma 3 is generalization of Olovyanishnikov inequality (1) and, in fact, is contained in [15] . Lemma 4. Let integers 0 k 1 < k 2 r − 2, k 3 = r and positive numbers M k 1 , M k 2 , M r such that the following inequality holds
be given. Then there exist numbers l > 0, a > b 0, such that the following equalities hold:
Proof. Note, that in virtue of the definition of ϕ r (a, b, l) we have ϕ (r) r (a, b, l) = l. Hence below we can count that M r = l = 1 and instead of ϕ r (a, b, 1) we will write ϕ r (a, b).
For each b 0 there exists a number a = a(b) such that
Really, for fixed b, ψ(a) := ϕ
r (a, b) is a continuous function of variable a. Moreover, ψ(b) = 0 and ψ(a) → ∞ when a → ∞. This means that there exists a number a = a(b) such that ψ(a(b)) = M k 2 . Hence on the interval [0, ∞) we defined a function a(b) such that for all b 0 the equality (6) holds. At the same time the function a(b) is continuous.
We will show, that there exists a number b 0, such that
Let η(b) := ϕ
. By the conditions of the lemma η(0) M k 1 . We will now show that
Since the equality (6) holds, in virtue of the definition of the functions ϕ(a, b, l; t) the value
From the definition of the functions ϕ(a, b, l; t) it follows, that the restriction p(b; t) of the function ϕ(a(b), b; t) to the segment [a(b) − 2b, 0] is polynomial of degree r − 2. Moreover,
Applying Markov inequality for algebraic polynomials (see. [18] , [19] , see also chapter 4 in [20] ), since (9) and (10) we get that
Hence we get the truth of (8). Thus there exist numbers l > 0, a > b 0 such that the equalities (5) hold. Lemma is proved.
Remark. Under the conditions of lemma 4 let
where the numbers a, b, l are chosen in such a way that the equalities (5) hold.
3. Solution of Kolmogorov problem. Theorem 1.
if and only if the following inequalities hold:
Proof. The necessity of inequalities above follow from lemma 3 and lemma 1. If the inequalities above hold then the function
Theorem is proved. Задача Колмогорова на классе кратно монотонных функций
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Найдены необходимые и достаточные условия на положительные числа
Для действительного t ∈ R положим t + := max{t, 0}.
для того, чтобы гарантировать существование функции x ∈ X такой, что
, для которой эти числа являются нормами функии, ее k-й и ее r-й производных соответственно, тогда и только тогда, когда
где ϕ r r-я периодическая первообразная со средним значением ноль на периоде функции ϕ 0 (t) = sgn sin t. Другие результаты в случае, когда областью определения фукнций является вся дейст-вительная ось содержатся в статьях Родова [4, 5] , Дзядыка и Дубовика [6, 7] , Бабенко и Коваленко [8] .
Остановимся подробнее на случае, когда областью определения является полуось R − . Решение задачи Колмогорова известно в следующих случаях 
, которые неотрицательны вместе со всеми своими производными до порядка m включительно (производная порядка m должна быть неотрицательной почти всюду в случае m = r). Мы будем называть этот класс классом m-кратно монотонных функций.
В 1951 году Оловянишников [13] получил решение задачи Колмогорова в случае
тогда и только тогда, когда эти три числа удовлетворяют неравенству колмогоровского типа
В [14] и независимо в [15] было получено обобщение этого результата на случай (r − 2)-кратно монотонных функций (более того, в последней работе рассматривался случай произвольных норм).
Другие результаты на классах кратно монотонных функций известны в следующих случаях: [17] ). Цель данной статьи -решение задачи Колмогорова для системы положительных чисел
. Отметим, что случай, когда k 3 = r − 1, по сути содержится в работе Ятцелева [16] . Поэтому интерес представляет рассмотрение случая 0 = k 1 < k 2 < k 3 r − 2, k 4 = r.
2. Экстремальные фунции и некоторые их свойства.
Пусть числа l > 0 и a > b 0 таковы, что
r (a, b, l) , i = 2, 3, 4.
Тогда x ϕ r (a, b, l) . Доказательство. Предположим противное, пусть имеет место неравенство x < ϕ r (a, b, l) . Положим δ(t) := x(t) − ϕ r (a, b, l; t). В силу предположения и принадлежности x, ϕ r (a, b, l; t) ∈ L r,r−1 ∞,∞ (R − ) мы получаем, что δ(0) = x(0)−ϕ r (a, b, l; 0) = x − ϕ r (a, b, l) < 0. Кроме того, в силу определения фукнций ϕ r (a, b, l; t) δ(−a) 0. Это значит, что существует точка −a < t ) > 0. Кроме того, δ (k 3 ) (−a) 0 и в силу (2) δ (k 3 ) (0) = 0. Это значит, что существуют точки −a < t
k 3 +1 ) < 0. И так далее, существуют точки −a < t 
